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Ableitungen alternativ berechnen
Die Herleitung von Ableitungsregeln aus der Grenz­
wertdefinition bleibt im Unterricht deshalb oft isoliert,
weil geeignete Übungsmöglichkeiten fehlen. Solche
bieten sich durch eine kleine Variation der Definition
der Ableitung an, die zudem einige Herleitungen er­
leichtert.
1 Einleitung
Die Herleitung von Ableitungsregeln ist eine traurige
Monokultur, da es kaum methodische Variation gibt.
Eine Beschäftigung mit diesen Herleitungen unter­
bleibt dann häufig, denn es herrscht der Eindruck vor,
man könne ohnehin nichts anderes tun, als die Lehr­
buchbeweise zu reproduzieren. Damit werden auch
in diesem Bereich Beweise als anspruchsvoller Inhalt
des Mathematikunterrichts immer mehr an den Rand
gedrängt. Es fehlt an Variationen in der Aufgabenstel­
lung, die zwischen reiner Reproduktion und dem Fin­
den subjektiv neuer Beweise liegt.
Erschwerend kommt hinzu, dass einige der Rechnun­
gen bei den Herleitungen von Ableitungsregeln auf­
wändig sind, so dass man diese gerne ein für alle mal
hinter sich hat und sich jedes echte Nachdenken da­
rüber erspart. Damit bleiben aber die formalen Ablei­
tungsregeln in Schülersicht weit entfernt vom Grenz­
wertbegriff.
In diese Situation soll etwas Abwechslung gebracht
werden durch eine unkonventionelle Fassung des Dif­
ferentialquotienten, die sich zwar nicht als alleinige
Version empfiehlt, die aber als Variation hilfreich sein
kann.
2 Von Summen und Produkten
Der Weg von der Sekantensteigung zur Tangenten­
steigung oder seine Entsprechung in der Sprache der
Anderungsraten füh rt-au f welchem Präzisierungsni­
veau auch immer -  zu einem Problem der Art
Es ist dann sinnvoll, die Aufmerksamkeit etwas von
der Stelle x weg hin zur Differenz h = x2 -  x zu lenken
und die Ableitung also als
. r  f(x + h)-f(x)/«’M -- Ï,-------
zu schreiben. Entscheidend an dieser Stelle ist, dass
der Grenzwert so ausgeführt wird, dass die Sekan­
tensteigung an zwei gegeneinander konvergierenden
Stellen berechnet wird. Dies kann man erreichen, in­
dem man die Differenz der Stellen gegen null gehen
lässt -  oder auch anders. Eine alternative Möglichkeit
soll hier erkundet werden.
Eine Alternative ist, als x2 ein Vielfaches von x zu neh­
men, also mit Produkten statt Summen zu arbeiten: x2
= sx. Der Grenzfall ist dann durch s = 1 gegeben:
f  (x) lim sx -  x
Diese Variation ist m. E. schon in sich interessant, da
sie das Reden über Grenzwerte detailreicher macht
und damit etwas vor der Verholzung in immer gleiche
Formulierungen bewahren sollte. Hat sie aber auch
praktische Vorteile?
3 Ableitungsregeln
Der eben betrachtete Grenzwert wird nun an einigen
Funktionen getestet. Mit Schülern würde man natür­
lich erst einmal besonders einfache Beispiele behan­
deln, deren bekanntes Ergebnis das Vertrauen in die
neue Formulierung festigen kann. Wir aber gehen
gleich auf größere Ziele los.
3.1 Potenzfunktionen
Sei also/(x) = x" mit einer natürlichen Zahl als Expo­
nent. Dann ist
r , . f($x)-f(x) snx” - x n s” — 1
JH x)’  = sh -m I  —SeXr   —_   X • = hm —,---- = x" hm - — =-s _» 1 x(s -  1) s — 1 S -  1
Der letzte Term löst sich in Wohlgefallen auf, wenn
man weiß, dasss"- 1 = (s -  1) • (s"~‘ +s"-2  + . . .  + s + 1).
Der letzte Bruch ist also s"-1 +s"~2 + . . .  + s + 1 und für
s —* 1 wird das einfach n.
3.2 Wurzelfunktionen
Sei also f(x) = x1/n mit einer natürlichen Zahl als Expo­
nent. Dann ist
. . .  /(SX) ~/(-X) _ Sllnx un _ X x/n/ W  SX — X x (s - l )
_ yl/n-1 liryi —---—A f -Vi t" -  1 ’
Im letzten Schritt wurde die Substitution t = sv" durch­
geführt. Mit dem gleichen Argument wie bei den Po­










s f - 1 x , / n - 1/ ' ( x )  = x , / n - 1  l i m j -  = .
3 . 3 L o g a r i t h m u s f u n k t i o n
l n ’ ( x )  = l i ms  - * 1
l n ( s x )  - l n ( x )
s x - X
l n ( s )  + l n ( x ) - l n ( x ) i l n ( s )
h m - - - - - - - - - - , - - - - T T - - - - - - - = y h m - — .
s _ i x ( s - l ) x s - i s - l
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